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Résumé
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Sujet de la thèse. Dans ette thèse nous étudions l'opérateur de l'approximation moindres arrés
par les L-splines générées par un opérateur diérentiel linéaire de deuxième ordre  autrement dit,
l'opérateur de projetion orthogonale sur l'espae de es L-splines. Nous onsidérons omme l'opérateur
diérentiel les opérateurs générant les L-splines exponentielles et trigonométriques. Nous traitons la
question suivante : la norme uniforme d'un tel opérateur de projetion, est-elle bornée uniformément en
tous les partitionnements du segment ?
Résultats prinipaux. Nous démontrons que les opérateurs de projetion orthogonale sur de dié-
rents espaes de L-splines sont bornés uniformément en tous les partitionnements du segment. Pour les
splines exponentielles ave les exposants d'une même valeur absolue, une estimation exate est obtenue
pour la norme du projeteur. Pour les splines exponentielles ave les exposants arbitraires de signes dié-
rents, nous démontrons que le projeteur est uniformément borné. Pour les splines trigonométriques ave
des ontraintes habituelles sur le segment, une estimation est obtenue pour la norme du projeteur. Nous
traitons aussi un exemple modèle dans le but de montrer que es ontraintes sur le segment ne sont pas
du tout néessaires pour que le projeteur orthogonal soit borné.
Méthodes employées. Nous examinons les matries de Gram des bases de LB-splines, aussi que
leurs inverses. Dans le as des splines trigonométriques, au ours de l'étude de l'exemple modèle, nous
établissons un phénomène d'interférene, qui permet à l'approximant trigonométrique de rester borné,
tandis que ses oeients et les splines de base tendent vers l'inni.
Histoire du problème et portée des résultats. L'étude des normes des projeteurs orthogonaux
sur de diérents espaes fontionnels est un problème lassique de la théorie d'approximation bien im-
portant en lui-même. Appliqué aux splines polynomiales, e problème est onnu sous le nom de problème
de Carl de Boor.
Dans le as des splines, la norme du projeteur orthogonal sur l'espae des splines de degré k − 1 est
liée à la norme de l'opérateur d'interpolation par les splines de degré 2k− 1, e qui aentue l'importane
de son étude. Professeur C. de Boor a lané une étude systématique de e problème, qui l'a amené à
la onlusion que la norme du projeteur devait être bornée indépendamment du partitionnement du
segment, une onjeture qu'il a formulée en 1972.
Malgré de nombreux résultats partiels, le problème de C. de Boor restait ouvert pendant plus de 25
ans, jusqu'à e qu'il n'ait été résolu positivement par Dr. A.Yu. Chadrine en 1999.
Le problème onsideré dans ette thèse onstitut don la première étape dans la généralisation du
problème de C. de Boor aux L-splines.
1 Introdution
1.1 Position du problème
Nous introduisons les notations suivantes. Fixons un segment [a, b] et désignons par
 ∆ = {a = t1 < t2 < · · · < tn−1 < tn = b}  un partitionnement du segment [a, b],
 ∆i = [ti, ti+1] (i = 1, . . . , n− 1)  les sous-segments de e partitionnement,
 L = Dk + ak−1D
k−1 + · · · + a1D + a0I, ai ∈ R  un opérateur diérentiel linéaire d'ordre k à
oeients onstants,
 NL =
{
f ∈ Ck[a, b] : Lf(x) = 0, x ∈ [a, b]
}
 le noyau de l'opérateur L.
Alors l'espae des L-splines généré par le partitionnement ∆ et l'opérateur diérentiel L est déni par
S (L,∆) =
{
s ∈ Ck−2[a, b] : s|∆i ∈ NL, i = 1, . . . , n− 1
}
.
Considérons l'opérateur PS = PS (L,∆) de projetion orthogonale (relative au produit intérieur dans
l'espae L2[a, b]) de l'espae C[a, b] sur son sous-espae S (L,∆) :
PS : C[a, b] ∋ f 7−→ PS f ∈ S (L,∆),
où PS f est uniquement déni par l'une quelonque des deux onditions suivantes :
1. 〈 f, s 〉 = 〈PS f, s 〉, ∀s ∈ S (L,∆),
2. ‖ f − PS f ‖2 = min
s∈S (L,∆)
‖ f − s ‖2.
Nous nous oupons de la norme de l'opérateur PS à titre d'un opérateur de C[a, b] à valeurs dans C[a, b] :
‖PS ‖∞ = sup
{
‖PS f ‖∞ : f ∈ C[a, b], ‖ f ‖∞ 6 1
}
.
Il est aisé de voir que lorsque le partitionnement ∆ est xé, l'opérateur PS (L,∆) est borné, 'est-à-dire a
une norme nie. Nous sommes don naturellement amené à la question suivante : la famille d'opérateurs
de projetion PS (L,∆), est-elle bornée uniformement en tous les partitionnements ∆ du segment [a, b] ?
1.2 Histoire du problème
Le problème que nous venons de formuler est la généralisation au as des L-splines du problème
orrespondant pour les splines polynomiales : on obtient le dernier en posant L ≡ Dk dans le premier
(les L-splines ainsi obtenues oïnideraient ave les splines polynomiales d'ordre k, de degré k − 1).
Faisons un exposé de l'histoire du problème pour les splines polynomiales. L'hypothèse que les normes
uniformes des projeteurs orthogonaux PSk(∆) sur les espaes Sk(∆) des splines polynomiales sont bornées
indépendamment des partitionnements ∆ du segment [a, b] a été énonée par Carl de Boor dans [3℄ en
1972. C'est pourquoi ette hypothèse était onnue sous le nom de problème de C. de Boor. Désignons
ck = sup
∆
∥∥PSk(∆) ∥∥∞ .
Dans le as de k = 2 (splines linéaires ou lignes brisées), Z. Ciezielsky [4℄ a montré en 1963 l'estimation
c2 6 3. K.I. Oskolkov [5℄ a obtenu en 1979 un résultat d'où il déoule que c2 = 3.
Dans le as de k = 3 (splines paraboliques) C. de Boor [1℄ a montré en 1968 l'estimation c3 6 30.
Dans le as de k = 4 (splines ubiques) C. de Boor [2℄ a annoné en 1979, en partant de résultats
d'expérienes numériques, l'assertion que c4 6
245
3 = 81
2
3 . Autant que je sahe, une démonstration exate
de ette assertion n'a jamais été publiée.
Après ela, il n'y avait eu auun progrès pendant 20 ans  jusqu'au 1999, quand le problème de
C. de Boor a été resolu par Dr. A.Yu. Chadrine dans [7℄. Il a verié que ck < +∞ (k > 2), bien qu'il
n'est pas arrivé à obtenir une estimation supérieure onstrutive. En utilisant la méthode d'Oskolkov,
il a néanmoins obtenu une estimation inférieure : ck > 2k − 1. En partant de résultats d'expérienes
numériques et de quelques onsidérations théoriques, il a énoné la onjeture que ck = 2k − 1 (k > 2).
Autant que je sahe, le problème orrespondant pour les L-splines n'a jamais été examiné.
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1.3 Formulation des résultats
Dans ette thèse nous nous limitons à l'analyse de L-splines de deuxième ordre de type spéial, à
savoir des splines exponentielles et trigonométriques de deuxième ordre. Quoique elles splines-i soient
analogiques aux splines polynomiales linéaires (lignes brisées) qui ne présentent auune diulté, le
passage des splines polynomiales aux L-splines rend la situation assez omplexe.
Les lasses suivantes de L-splines sont traitées et les théorèmes suivants sont démontrés.
1. Splines exponentielles ave les exposants d'une même valeur absolue. Considérons les L-splines
générées par l'opérateur diérentiel L = D2−λ2. Une telle spline oïnide sur haque sous-segment
du partitionnement ave une ombinaison linéaire des fontions e+λx et e−λx.
Théorème 1. Pour les L-splines générées par l'opérateur diérentiel L = D2 − λ2 on a :
c(+λ,−λ)
def
= sup
∆
∥∥PS (L,∆) ∥∥∞ = 3.
Notons que la méthode employée pour montrer l'exatitude de l'estimation i-dessus nous fournit
une autre démonstration du résultat d'Oskolkov (que l'estimation par Ciezielsky pour les splines
polynomiales linéaires est exate).
2. Splines exponentielles ave les exposants de signes diérents et de diérentes valeurs absolues. Consi-
dérons les L-splines générées par l'opérateur diérentiel L = (D− λ1)(D− λ2), où λ2 < 0, λ1 > 0.
Une telle spline oïnide sur haque sous-segment du partitionnement ave une ombinaison linéaire
des fontions eλ1x et eλ2x.
Théorème 2. Pour les L-splines générées par l'opérateur diérentiel L = (D − λ2)(D − λ1), où
λ2 < 0, λ1 > 0, on a : il existe une onstante C(λ1, λ2) qui ne dépend qu'au nombres λ1, λ2 et ne
dépend pas au segment [a, b], telle que la famille d'opérateur de projetion PS (L,∆) est bornée par la
onstante C(λ1, λ2) uniformément en tous les partitionnements ∆ du segment [a, b] :
c(λ1, λ2, a, b)
def
= sup
∆
∥∥PS (L,∆) ∥∥
∞
6 C(λ1, λ2).
3. Splines trigonométriques. Considérons les L-splines générées par l'opérateur diérentiel L = D2+λ2.
Une telle spline oïnide sur haque sous-segment du partitionnement ave une ombinaison linéaire
des fontions sinλx et cosλx.
Ce as-i dière des deux as préédents et du as des splines polynomiales : omme le problème
d'interpolation lagrangienne par les fontions trigonométriques devient insoluble sur un segment
d'une longueur de pi/λ, les propriétés des L-splines de base empirent lorsque le diamètre du par-
titionnement tend à ette valeur. C'est pourquoi en traitant les splines trigonométriques on essaie
habituellement d'éviter la proximité du diamètre du partitionnement à la valeur pi/λ. De plus, on
introduit souvent une ontrainte enore plus forte : d (∆) 6 pi2λ (où d (∆) = maxi=1,...,n−1
(ti+1 − ti) 
est le diamètre du partitionnement ∆). (Voir, par exemple, [6℄, page 455, où [8℄, page 135.)
Désignons
M (λ, τ)
def
= sup
λ·d(∆)<τ
∥∥PS (L,∆) ∥∥
∞
.
Théorème 3. Pour les L-splines générées par l'opérateur diérentiel L = D2 + λ2 on a :
M (λ, τ) 6


2
(1− cos τ)2
(τ − sin τ) sin τ
, si 0 < τ 6
pi
2
,
2
(1 − cos τ)2
(τ − sin τ) sin2 τ
, si
pi
2
< τ < pi.
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Mais quand τ → pi − 0 le deuxième membre de l'estimation i-dessus est équivalent à
8
pi
1
(pi − τ)2
.
Une question se pose d'une façon naturelle : est-e que ette asymptotique orrespond à la onduite
atuelle de la valeur M (λ, τ) ? En général ette question semble diile, et nous onsidérons ii un
exemple modèle, quand parmi tous les sous-segments il n'y a qu'un d'une longueur prohe à
pi
λ
.
Théorème 4. Soit [a, b] = [0, pi
λ
], un des sous-segments ait une longueur prohe à pi
λ
, la somme des
longueurs de tous les autres sous-segments soit ε. Alors
max
i=1,...,n
|PSf(ti) | 6
(
38
pi
+O(ε)
)
‖ f ‖
∞
,
Théorème 5. Soit [a, b] = [0, pi
λ
]. Alors
M (λ, pi) < +∞
Les résultats i-dessus ont été publiés dans [9, 10, 11, 12℄.
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